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Escribiendo el curriculum

( Qué hay que hacer?
Presentar una instancia
v adjuntar el curriculum.

Sea cual fuere el tiempo de una vida
el curriculum debe ser breve.

Se ruega ser conciso y seleccionar los datos,
convertir paisajes en direcciones
y recuerdos confusos en fechas concretas.

De todos los amores basta con el conyugal,
los hijos: solo los nacidos.

Importa quién te conoce, no a quiénes conozcas.
Viajes, solo al extranjero.

Militancia en qué, pero no por qué.
Condecoraciones sin mencionar a qué méritos.
Escribe como si jamds hubieras dialogado contigo mismo
y hubieras impuesto entre tii y tii la debida distancia.

Deja en blanco perros, gatos y pdjaros,
bagatelas cargadas de recuerdos, amigos y suerios.

Importa el precio, no el valor.
Interesa el titulo, no el contenido.

El niimero de calzado, no hacia donde va
quien se supone que eres.
Adjuntar una fotografia con la oreja visible:
lo que cuenta es su forma, no lo que oye.

; Qué oye?

El fragor de la trituradora de papel.

(Wistawa Szymborska)

¢ Cudl es la diferencia
entre la cigarra y la hormiga,
entre el que disipa y el que conserva,
si los dos saldrdn desnudos
del viaje que al final
todo empareja? No hay vencido
ni vencedor, el dicho popular
sefiala con acierto la trampa
mortal que hay en elegir.
Como barcas quisiéramos navegar
hacia playas mejores, pero quedamos
anclados a nuestra nada.

(Eugenio Montale)






Los contenidos de este libro se pueden considerar una sintesis de la docencia im-
partida por el autor, durante los ultimos afios, en la asignatura Espacios de Hilbert,
wavelets y teoria de muestreo del Mdster en Ingenieria Matemaética de la Universidad
Carlos III de Madrid. Su objetivo principal es llevar a cabo un estudio introductorio
de las bases ortonormales, de las bases de Riesz y de los frames en un espacio de Hil-
bert separable, asi como de algunas aplicaciones importantes como son la teoria de
muestreo de sefiales y las bases ortonormales de wavelets.

La motivacién del problema tratado es muy simple: Queremos caracterizar cada
elemento x perteneciente a un cierto espacio de Hilbert separable 7{ mediante la su-
cesion numérica {{z,x, y},~_, obtenida a partir de una sucesién fija {z,},-_; en H.
En primer lugar, si queremos que la sucesién {x, },~_; determine univocamente cada
elemento x de #, deberemos pedir que la sucesion {x,, },"_; sea un sistema completo
en H, es decir, el tnico vector de H ortogonal a todos los elementos de la sucesion
{x, }7-_ seael vector nulo. Aunque sabemos que las combinaciones lineales finitas de
los elementos de la sucesion {xn};’f’:l son densas en el espacio H, no se conoce, en ge-
neral, ninguna manera practicable de recuperar x a partir de la sucesién {{z, z, »}.~_;.
Por tanto, a la sucesion {z,}_, deberemos exigirla alguna condicién adicional, por
ejemplo, el concepto de /?-estabilidad que introducimos a continuacién de manera in-
tuitiva: Decimos que la sucesién {x,,}%_; es (*-estable en H si para todos x,y € H se
cumple:

{<z; 2n iy = <y 2t ey “pequeio” < ||z -yl “pequefio”.

El concepto de #?-estabilidad nos lleva al concepto de frame en un espacio de Hilbert,
concepto introducido por Duffin y Shaeffer en 1952 (véase [8]): Decimos que la suce-
sién {z,, } 7, es un frame en el espacio de Hilbert # si existen dos constantes positivas
0 < A < B (llamadas cotas frame) tales que:

o
Alz)? < Z |z, 2,)|? < B|z|?* paratodo z e H.
n=1

Como veremos en el capitulo 1, todo elemento x € H se puede recuperar (en general,
de manera no unica) a partir de los elementos {x,,}~_, de un frame de H. En el caso
de exigir unicidad, surgen las bases de Riesz que engloban, en particular, a las bases
ortonormales. Todo esto sera el objeto de estudio del capitulo 1. En este capitulo segui-
remos el desarrollo usual de bases ortonormales, bases de Riesz, para terminar con la
teoria de frames. Dentro del apartado de bases ortonormales, dedicaremos un pequefio
estudio a las series de Fourier clésicas.

Desde el punto de vista de las aplicaciones, se trata de encontrar sucesiones {z, },_;
en espacios de Hilbert concretos, en donde se aplique la teoria general estudiada en el
capitulo 1. Dos ejemplos de particular interés vienen dados por la teoria de muestreo y
la teoria de wavelets. En el caso de la teoria de muestreo, particularizada en los espacios



de Paley-Wiener PW, := {f € L*(R) : f = 0 fuerade [—m, 7]}, la sucesion
{{x,zn )}, coincide con una sucesion de muestras de una determinada funcion. Un
estudio de la teoria de muestreo en los espacios de Paley-Wiener es el objetivo del
capitulo 3. Los espacios de Paley-Wiener son un caso particular de espacios de Hilbert
con nucleo reproductor, espacios de Hilbert de funciones para los que los funciona-
les evaluacion son continuos. Una consecuencia importante es que la convergencia
en norma implica convergencia puntual, o lo que es lo mismo, algunas propiedades
geométricas del espacio tienen su consecuencia analitica. Este capitulo comienza con
una introduccién de los espacios de Hilbert con niicleo reproductor, mostrando sus pro-
piedades mas importantes asi como algunos ejemplos. El capitulo 3 finaliza con una
generalizacién de la teorfa de muestreo cldsica a subespacios de L2(RR) invariantes por
traslacion. Los espacios de Paley-Wiener son un caso particular de espacios invariantes
por traslacién en donde el generador del espacio es la funcién seno cardinal.

Puesto que en la definicion de los espacios de Paley-Wiener aparece involucrada
la transformada de Fourier, el capitulo 2 se dedica al estudio de la transformada de
Fourier en los espacios L!(R) y L?(RR), asi como de sus propiedades mds importan-
tes. En cualquier caso, la transformada de Fourier serd una herramienta fundamental
a lo largo de toda la monografia. Prestaremos atencion a algunos temas relacionados
con ella como son el principio de indeterminacién, la férmula sumatoria de Poisson
o la transformada de Hilbert en L?(R). La importancia prictica de estos conceptos se
pondra de manifiesto en los capitulos 3 y 4.

Finalmente, en el capitulo 4, después de una breve introduccion de las transfor-
madas tiempo-frecuencia y tiempo-escala, nos dedicaremos a la construccién de ba-
ses ortonormales de wavelets en L?(R), a partir de un andlisis multirresolucién. Se
hara hincapié en cuestiones préicticas como son los algoritmos de descomposiciéon y
reconstruccion, y su interpretacion en términos de filtros digitales. Finalizaremos dan-
do algunos ejemplos de bases ortonormales de wavelets en L(RR). En cualquier caso,
se pretende que este capitulo sea motivador para un estudio posterior, mas avanzado,
siguiendo alguna de las excelentes monografias existentes.

En definitiva, este libro pretende tender un puente entre la teoria elemental de bases
ortonormales en un espacio de Hilbert y desarrollos posteriores mas sofisticados, que,
muchas veces, sélo se encuentran en el mundo de los especialistas. Debido al caricter
sutil de las matemadticas, estoy seguro de que se me habra escapado algtin error, algiin
paso sin justificar, etc. Espero que, en ningln caso, afecte a la visién global que este
libro pretende.

Quisiera agradecer a la profesora Maria José Muifioz Bouzo de la U.N.E.D. por su
lectura critica de este trabajo. La figura de la portada ha sido realizada con el programa
Wordle™,

Leganés, septiembre de 2012
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Teoria de muestreo

La teoria de muestreo trata de la recuperacién de las funciones de un cierto espacio
a partir de una sucesién de sus muestras. Esto no siempre es posible; por ejemplo, una
funcion continua f no esta univocamente determinada por una sucesion de sus valores
{f(t,)}. Las muestras de una funcién se obtienen a partir de los funcionales evalua-
cién E; (f) := f(tn). Si en un espacio de Hilbert de funciones H, cada funcional
evaluacién f € H — f(t) € C estd acotado, por el teorema de representacion de
Riesz existird un tnico elemento k; € H tal que f(t) = {f, k:) para todo f € H. Por
tanto la recuperacion estable de toda funcién f € H a partir de una sucesion de sus
muestras { f(¢,,)} dependera de que la correspondiente sucesion {k; } sea un frame (lo
que incluye bases ortonormales y bases de Riesz) en 7. Estos espacios de Hilbert de
funciones, apropiados para desarrollar en ellos una teoria de muestreo, son los deno-
minados espacios de Hilbert con nucleo reproductor (RKHS por sus siglas inglesas:
reproducing kernel Hilbert spaces).

3.1. Espacios de Hilbert con nucleo reproductor

En este seccion estudiaremos los espacios de Hilbert con nucleo reproductor para
los que las propiedades analiticas y geométricas estdn, como veremos, muy interre-
lacionadas. A lo largo de este capitulo denotaremos por H un espacio de Hilbert de
funciones f : {2 — C definidas en el mismo conjunto {2 (generalmente un subcon-
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junto de R o C), dotado de un producto interno {-, —). Para cada ¢ € {2, la aplicacion

Et:H—>C
fr— E(f) = f(1),

denotari el funcional evaluacion en ¢.

Definicion 3.1. Diremos que un espacio de Hilbert H de funciones definidas en un
conjunto () es un espacio de Hilbert con nicleo reproductor si rodos los funcionales
evaluacion son acotados en H. En otras palabras, para cada t € () existe una constante
positiva My tal que |f(t)| < My || f| para toda funcion f € H.

Para cada ¢ € €, por el teorema de representacion de Riesz existe un inico elemento
ky € H tal que f(t) = {f, k) para todo f € H. Lo anterior nos lleva a la definicién de
nucleo reproductor en H:

Definicion 3.2. La funcion k : Q x Q — C definida mediante
k(t,s) :=<ks, kiy =ks(t), (t,8)eQxQ,

se denomina nucleo reproductor de .
De la definicién del nicleo reproductor k£ se deduce que:

= Para cada s € Q fijo, la funcién k(-, s) = ks(-) pertenece a H.
= Se verifica la propiedad reproductora de #:
f(s) ={f,k(-,s)) paratodo fe Hy se Q. (3.1)

Proposicion 3.1. Sea H un espacio de Hilbert de funciones definidas en <) tal que
existe una funcion k cumpliendo las dos propiedades anteriores. Entonces, H es un
RKHS.

Demostracion. En efecto, basta aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz a la propie-
dad reproductora (3.1) para probar que cada funcional evaluacion E; es acotado. [

Proposicion 3.2. El niicleo reproductor k de un espacio RKHS es tinico.

Demostracion. Supongamos que k'(t,s) = k' (t) fuese otro niicleo reproductor. Para
t, s € () se tendria que

k;(t) = <k,57 kt> = <kt; kls> = kt(s) = <ks; kt> = ks(t)v

de donde se deduce que k = k'. O
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Si conocemos una base ortonormal {e,, (t)},~_; en H es facil encontrar una expre-
sién para k:

Proposicion 3.3. Sea {e, (t)})_, una base ortonormal de H. Para cada t,s € S se

tiene la siguiente expresion del niicleo reproductor

o8]

k(t,s) = > en(t)en(s), tseR.

n=1

Demostracion. Desarrollando k; y k en la base ortonormal {e,,(t)},~_; de H se ob-
tiene que ky = >, (kp,enyeny ks = Yo {ks,en)en, de donde

B(ts5) = G ke = 3 s> Trremy = 3 en(®) en(t).

O

Proposicion 3.4. Sea {e,(t)},_, una base de Riesz de H con base dual {€,,(t)},_;.
Para cada t, s € ) se obtiene las siguiente expresiones del niicleo reproductor

k(t,s) = > en(t)en(s) = Y. enlt)en(s), t,seR.

=1

n=1

Demostracion. Sabemos que k(t,s) = {ks, k¢) para t,s € €. Desarrollando kg res-
pecto de la base dual {€,,},~_; y k; respecto de la base {e,, },~_; se obtiene

o

ks = i(ks,en>5n = i en(s)Cn; ke = i s Bmyem = D Em(t) em -
n=1 n=1 m=1

m=1

Por tanto,

20

k(t,s) = (ko ki) = Y en(s) En(D)@nremy = D enls) En(t)

n,m n=1

ya que {€,, €y, ) = d, . La otra expresion se obtiene intercambiando las bases. O

El siguiente resultado es una propiedad importante de los espacios de Hilbert con
nudcleo reproductor que nos relaciona la convergencia en norma con la convergencia
puntual en (2:

Proposicion 3.5. En un espacio de Hilbert con niicleo reproductor H la convergencia
en norma implica convergencia puntual en 2, que es uniforme en subconjuntos de §)
en donde la funcion t — k(t,t) esté acotada.
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Demostracion. Sea {f,} una sucesion en H tal que f,, — f cuando n — oo. Aplican-
do la propiedad reproductora (3.1) a la funcién f,, — f € H obtenemos que f,(t) —
f@t) = {fn — f,Ek(-,t)). Finalmente, la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos permite
escribir

[fn(t) = FOI < [ foo = FITEC O] = VE@ ) [ fo = fIl = 0, cuando n — co.

Ademas, la convergencia puntual serd uniforme en subconjuntos de €2 en donde la
expresion /k(t,t) esté acotada. O

Supongamos que nuestro espacio de Hilbert con nicleo reproductor H es un subes-
pacio (cerrado) de un espacio de Hilbert H (no necesariamente con nticleo reproduc-
tor). En este caso, se cumple el siguiente resultado:

Proposicion 3.6. Si el espacio de Hilbert con niicleo reproductor H es un subespacio
cerrado de un espacio de Hilbert H. Entonces

{f,yk(-,8)) = Py f(s) paratoda funcion f € H,

donde Py denota la proyeccion ortogonal sobre H.

Demostracion. Dada f € H escribimos f=fi+ foconfieHy fo e Ht, dedonde

(frk(e8)) = {fr + fa, k (e, 8)) = (fr k(- 8)) +f2, k(- 8)) = fi(s) = Puf(s),
yaque fao L k(,s)y fieH. O

Supongamos que existe una sucesion {t, }~_; en € tal que {k(-,¢,)},~_, es una
base ortogonal de H. Existe una férmula en H que nos permite recuperar cada funcion

f € H apartir de la sucesion de sus muestras { f(t,)}_;:

Proposicion 3.7. (Formula de muestreo en un RKHS)

Supongamos que la sucesion {k(-,t,)}~_, es base ortogonal de H para cierta suce-
sion {tn}_, < Q. Entonces, para cada f € H se verifica la formula de muestreo

6y =3 fitn) % teq. (3.2)

La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en subconjuntos de ) en donde la
fucnion t — k(t,t) esté acotada.

n=1

Demostracion. En primer lugar, normalizamos la sucesion {k(-,t,)},-_; dividiendo
cada elemento por su norma ||k(-,t,)| = +/k(tn,t,). Dada f € #, la desarrollamos
o0

en la base ortonormal {k(-, tn)/A/ k(tn, tn)} obteniendo

n=1
oL

= 3kt R T K ) VR ) = X Flta) o en .

tnytn)

n=1
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El resultado sobre la convergencia uniforme se obtiene de la proposicioén 3.5. La con-
vergencia absoluta se deduce del hecho de que la convergencia de la serie (3.2) es in-
condicional: una base ortonormal lo es independientemente del orden de sus elementos
(véase la nota posterior a la definicién 1.3). O

Veamos tres ejemplos importantes de RKHS que ilustran las propiedades obtenidas
anteriormente.

Ejemplo 3.1. El espacio ¢?(N) con su producto interno estindar

Toda sucesion a € (*(N) puede considerarse una funcion definida en Q) := N. Tri-
vialmente, los funcionales evaluacion son acotados ya que se cumple que, para cada
m € N, |am| < |al|z. Por lo tanto, el espacio de sucesiones (*(N) con su producto
interno estdndar es un RKHS. Sabemos que {e,},_,, con e, = {0, 1}{_,, es una
base ortonormal de (*(N); su niicleo reproductor serd

k(m,n) ={en,em) = Om.n (deltade Kronecker).

Este ejemplo pone de manifiesto que los operadores unitarios (isometrias lineales bi-
yectivas) no conservan la estructura de espacio de Hilbert con niicleo reproductor.
Noétese que el espacio de Hilbert L?[0,1] no es un espacio de Hilbert con niicleo re-
productor; ni tan siquiera tiene sentido hablar de los funcionales evaluacion en él.

Ejemplo 3.2. El espacio de Hardy en el disco unidad

Sea D := {z € C : |z] < 1} el disco unidad en el plano complejo; el espacio de
Hardy en el disco D se define como las funciones analiticas en D cuyos coeficientes
de Taylor alrededor de z = 0 pertenecen a 1*(Ny), siendo Ng := N u {0}. Es decir,

H?(D) := {f D—C: f(z Z cn2" con {cn}i, EEQ(NO)}
El espacio H?(D) es un espacio de Hilbert dotado del producto interno:

{f,g):= Zanb donde f(z Z 2"y gz Z

Asi, el operador

U: *(Ny) — H*(D)

{entiio = Ul{ea)ig) 1= Y a2

es un operador unitario. Como U(e,) = 2", n € Ny, se obtiene que la sucesion de
monomios {z" : |z| < 1}7_, es una base ortonormal del espacio H?(D).

Ademds, el espacio H?(D) es un espacio de Hilbert con niicleo reproductor ya
que, para cada 3 € D, el funcional evaluacion en 3 se escribe, para cada f € H*(D),
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como f(B) = {f kg » donde kg(z) = >,_, B" ™. Su niicleo reproductor, por la
proposicion 3.3, es

[ve]}
k(z,w) = (e, k) = ), 02" =
n=0

(nticleo de Szego) .

Ejemplo 3.3. Los polinomios trigonométricos de grado < N
El espacio de los polinomios trigonométricos de periodo 2w y grado < N se define
como

T :z{ Z cpe'® {ck}eC2N+1}.

El espacio Ty es un subespacio de dimension 2N +1 del espacio de Hilbert L*[—, 7],

del cual hereda su producto interno. Las funciones {eikt / \/ﬁ}]]::_  Jorman una base
ortonormal de Ty. Como en los espacios de dimension finita todos los operadores
lineales son acotados, el espacio Ty es un RKHS. Utilizando la proposicion 3.3, su
niicleo reproductor vendrd dado por

zktezks 1 N
k _Z\/ﬂ\/ﬂ 27‘(2

donde Dy denota el niicleo de Dirichlet N -ésimo (véase la proposicion 1.8).

=) = Dy (t =),

Para cada f € L*[—n, ), utilizando la proposicién 3.6 se obtiene que

<f7kN('a8) > = SN(S)7
donde Sy denota la suma parczal N-ésima de la serie de Fourier de f respecto de la

base ortonormal {e’kt/\/27r}k , de L*[—m, ).

Veamos ahora como se obtlene, utilizando la proposicion 3.7, una férmula interpo-
latoria para los polinomios trigonométricos ya conocida por Cauchy en 1841. En este
caso, necesitamos una sucesion de puntos {t,}N__ . en [—m, 7] tal que

<kN('7 tn)? kN('a tm)> = kN(tﬂ% tn)(sn,m .
Observando la expresion del niicleo N-ésimo de Dirichlet de la proposicion 1.9
1 sen[(N + 3)(t—s)]
kn(t,s) =< 27 sen 1 (t — s)

sit—s e R\2nZ

% sit—se22n’,

™

bastaria escoger los puntos t,, = QQNL&, —N < n < N, para los que
En(tm, tn) = o (2N +1)0m.n

N 2N+1)(t— 2mn )]

1 2 sen [( 2N+1
t) = ( ) . te[-ml.
plt) 2N+1n;Np ON + 1) senl(t— Z=) [=m. ]
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3.2. Espacios de Paley-Wiener

Un ejemplo de espacio RKHS de especial relevancia esta constituido por las fun-
ciones de L?(IR) bandalimitadas a un cierto intervalo centrado en el origen [—7o, 7o].
Decimos que una funcién f € L?(RR) es bandalimitada (o de banda limitada) al in-
tervalo [—mo, wo] si su transformada de Fourier f se anula fuera de dicho intervalo
(en lo que sigue, notaremos la transformada de Fourier de f € L?(R) como f oFf
indistintamente). Estas funciones, basicas en teoria de la sefial, modelizan sefales de
energia finita que no contienen frecuencias superiores a o /2 ciclos por segundo. A lo
largo de la seccién supondremos que o = 1.

En la literatura matematica, el espacio de funciones bandalimitada al intervalo
[—7, ], recibe el nombre de espacio de Paley-Wiener y se denota por PW,. Es
decir R

PW, := {f e L*(R) : f =0 fuerade [—w,w]}.

El espacio PW, es un subespacio cerrado de L?(IR) ya que
PW,=F"! (L2[—7T, ),

en donde se ha identificado el espacio L2[—, 7] con el subespacio cerrado de L?(R)
que resulta de extender a todo R, por 0, las funciones de L? [—m, 7], y la transformada
de Fourier inversa F~! es un operador unitario en L?(R).

Dada f € PW,, utilizando la transformada de Fourier inversa F —1 se obtiene la
representacion:

1 LN . ~ efiwt

=7z wezwtdw: > o —7,|

== | Fw) et e

de donde, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la igualdad de Parseval | f| =
| £[|, se obtiene, para cada t € R, que

teR, (3.3)

efzwt

Ne

Por tanto, el espacio PW; es un espacio de Hilbert con niicleo reproductor. Su nicleo

t —
reproductor es k. (t,s) = w ya que por el teorema de Plancherel-Parseval

w(t —s)

)< |71 I =Ifl, fePWy.

2.7 se tiene que
e—tws senm(- — s)

E>L2[—ﬂ',ﬂ”] = <f7 71_(_ — 8)

donde hemos utilizado que

f(s) =<{J, S, seR,

—tws
(§]

\/ﬂ X[—n,7]

sen7(t — s)
(t — s)

F( () (1) =
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o0

., —inw _

Como la sucesién { © es una base ortonormal de L*[—m, 7]y F~!
V2

n=—o
operador unitario, deducimos que:

Corolario 3.1. La sucesion formada por los trasladados en los enteros de la funcion

senm(t —n) )«

seno cardinal, { } , es una base ortonormal del espacio de Paley-
m(t—n) JIn=—x

Wiener PW .

Teniendo en cuenta que k(t,t) = 1 para todo ¢t € R, la proposicién 3.7 nos
proporciona, en este caso, el famoso teorema de muestreo de Shannon:

Teorema 3.1. (Teorema de muestreo de Shannon)
Toda funcion f € PW, es decir, bandalimitada al intervalo |—m, ], puede recupe-

. .. %L . -
rarse a partir de la sucesion de sus muestras { f (n)}n_im mediante la formula de
muestreo

Z f(n Senz_n)”), teR. (3.4)

La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en R.

Otra demostracion de teorema anterior, es la siguiente: dada una funcién f € PW,,
desarrollamos su transformada de Fourier f € L?[—m, 7] con respecto a la base orto-

) o0
normal {e_m“’ /N2m } de L?[—m, 7] obteniendo:
n=—oo

—1nw —inw
e

2 N2av P A v

en L*[—m,7].

Aplicando la transformada de Fourier inversa F~! se obtiene

—inw

—n_zixﬂn)f—l(e Xl (0) = S i e ().

n=—uwL

Teniendo en cuenta que PW, es un RKHS, de la proposicion 3.5 se obtiene de nuevo
la tesis del teorema de muestreo de Shannon.

La férmula de muestreo de Shannon es un desarrollo ortonormal en el espacio PW .

senm(t —mn)y*

con respecto a la base { } . Laidentidad de Parseval correspondien-
n=—o

w(t—n)
te al desarrollo (3.4) nos dice que

IFI2=D) If(n)f paratodo f € PWy,

n=—ao0

es decir, toda la energfa E; := | f||* de la sefial bandalimitada f € PW, esté contenida

en la sucesion de sus muestras { f(n) }::_%.
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La transformada de Fourier es un operador unitario entre los espacios de Hilbert
PW, y L?*[—m, 7] que denominaremos dualidad de Fourier: mediante los operadores
F o F~! podemos relacionar desarrollos ortonormales entre ambos espacios.

El siguiente diagrama conmutativo, donde todos los operadores son unitarios, nos
da una interpretacion de la dualidad de Fourier que lleva implicita la férmula de mues-
treo de Shannon:

fePW, ., fe L[, 7]

s| K

{f(W)}nez € (Z) —— fpe L[~

Figura 3.1: Interpretacion de la dualidad de Fourier

() Aﬁ(\w)
]: —T ! s (0]

s| ks

(o)

Graficamente:

(fm))

—M'M ( \MMW“W\

! t ——> -3m - T 3t o

F

Figura 3.2: Interpretacion tiempo-frecuencia del teorema de Shannon

La aplicacién de la proposicion 3.3 en este caso proporciona la siguiente igualdad
para el niicleo reproductor de PW

Corolario 3.2. Se tiene que

, t,seR.

senm(t—s) i senm(t —n)senn(s —n)

m(t —s) m(t—n) 7(s—n)

n=—uxL

Como PW, es un RKHS contenido en L?(R), la proposicién 3.6 nos da una ex-
presion para la proyeccién ortogonal de L?(R) sobre PW,:
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Corolario 3.3. Si f € L?(R) se tiene que

senm(- — s)

Ppw, f(s) =</, (—s)

Ejemplo 3.4. La sucesion doble {€*™™'g(t — n)}n mezy donde g(t) = senmt/mt

»=(f#senc)(s), seR.

denota la funcién seno cardinal, es una base ortonormal de L?(R). Una demostracion,
utilizando el teorema de muestreo de Shannon, involucra los siguientes pasos:

1. Como la transformada de Fourier de la funcion e*™™tg(t — n) es:

1 —inw

\/_2? X[2rm—m 2rm+n] (w),

del teorema de Parseval-Plancherel se deduce que {e%”m g(t—n) }n,mez forma

un sistema ortonormal en L*(R).

2. Toda funcion f € L*(R) se escribe como la suma ortogonal (convergente en
L2(R))

o
f= > fm en L*R),
m=—0u
donde cada f,, cumple que fm = fX[gwm_mgﬂer). Basta observar que f =

S fm, siendo la suma ortogonal en L*(R); el resultado se obtiene apli-

cando la transformada de Fourier inversa.

3. Como la funcion e 2™™t f _ (t) es bandalimitada a [—, 7], aplicando el teore-
ma de muestreo de Shannon, se obtiene que

2mimt Senﬂ-(t — n)
w(t —n)

4. Finalmente, el resultado se deduce del teorema de la base ortonormal.

Algunos comentarios y generalizaciones sobre el teorema de muestreo

A continuacién hacemos algunos comentarios y damos algunas generalizaciones
sobre el teorema de muestreo de Shannon:

(a) Lo importante del teorema de muestreo anterior es que las muestras estdn equies-
paciadas, con un periodo de muestreo Ts = 1 (en el caso del espacio PW ), y no que
éstas se tomen precisamente en los enteros. De hecho, toda funcién f € PW,; se puede
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. .2 20
recuperar a partir de la sucesion de sus muestras { f(n+a) }n:_d, donde a € R es un
numero fijo, mediante la férmula de muestreo

senw(t—n—a)
2 fln o —— teR.

n=—au

Basta observar que la sucesion {eﬂ(””)w /N 2w } también es base ortonormal
n=—ow

de L?[—m, ]; mediante el operador unitario 7' se transforma en la base ortonormal
{ senm(t —n —a) }f

m(t—n—a)
como

de PW . En este caso, la identidad de Parseval se escribe
=—C

o

IFI? = Z |f(n+a)|* paratodo f € PW,.

n=—o

(b) La formula de muestreo de Shannon es una formula interpolatoria tipo-Lagrange,
ya que generaliza, al caso infinito, la conocida férmula de interpolacién polinémica de
Lagrange. En efecto, como sen 7w(t — n) = sen 7wt cos mn — cos 7wt sen 7wn se tiene que

sen7r t—n " sen Tt
£() =n_Z_]/f nZ f(n t_n)
_ ( )
= n_zyf n) , teR.
siendo P(t) := s 7rt’ teR.

(c) Formula de muestreo en PW, . A partir del resultado del teorema 3.1 es facil
deducir la férmula de muestreo correspondiente a funciones de L?(R) bandalimitadas
aun intervalo [—mo, mo], es decir, del espacio de Paley-Wiener PW . .

~

Sea f € PWy,, definimos la funcién g(t) := f(t/o). Como g(w) = of(ow), la
funcién g € PW,, de donde

sen7(t —n)

o) = tfr) = ¥ o) 2 ve,

El cambio de variable t/o = s proporciona la formula de muestreo vélida para f €
PW, -

senw(as n)
n_z_],f —( D seR.

Notese que en el espacio PW;,, el periodo de muestreo es 75 = 1/o. El niicleo repro-
ductor del espacio PW,, es la funcién

kro(t,s) =osenco(t —s), t,seR.
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(d) Féormula de muestreo cuando el intervalo de frecuencias no es simétrico respec-
to del origen. El hecho de tomar el intervalo de frecuencias [—, 7] simétrico respecto
al origen se debe a que es lo que les ocurre a las sefiales bandalimitada que toman
valores reales. En efecto, si f es una funcidén que toma valores reales, se cumple que
f(w) = f(—w), de donde resulta que |f(w)|2 = f(w)]?(w) = f(w)f(—w) es una

funcioén par.

A partir del teorema 3.1 es facil deducir la férmula de muestreo véalida para fun-
ciones de L?(R) bandalimitada a un intervalo [wo — 7, wo + 7]. En efecto, si f es
una funcién de este tipo, la funcion g(t) := e~**o! f(t) es bandalimitada al intervalo

[—7, 7] ya que g(w) = f(w + wyp), de donde

oo

gty =7t f(t) = o e f(n)

n=—u0

sen7(t —n)  teR,
(t —n)

resultando, finalmente, la formula de muestreo

Z fn Zwo(tnsenw(t—n)7 {eR.
7(t —n)

n=—x

(e) El espacio PV, como un espacio de Hilbert de funciones enteras. Toda funcion
f € PW, puede extenderse al plano complejo mediante la expresion:

f(2) = %2?  fwyeraw, sec,

Procediendo como en el ejemplo 2.10, se prueba que f es una funcion entera, es decir,
holomorfa en todo C. Ademas, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, para
z = x + 1y € C se tiene que

eyl

+iy)| < ——= “d =
o+ in)] < —= f e dw< S |

es decir, f es una funcion de tipo exponencial 7. El teorema de Paley-Wiener, cuya
prueba esbozamos a continuacién, nos dice que estas propiedades junto con el hecho
de pertenecer f a L2(IR) caracterizan totalmente al espacio PWy:

[f(w)|dw < 1],

Teorema 3.2. (Teorema de Paley-Wiener)
Si f es una funcion entera tal que |f(z)| < Ce™?|, para z € C, y flg € L*(R),
entonces existe una funcion F € L?[—, x| tal que

w)e “Ydw, zeC.

== |
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Demostracién. Como flg € L?*(R), existira F' € L?(R) tal que, en el sentido de
L?(R), se cumple

F(w) = \/LQTT J‘“ } fHe ™dt y f(t) = \/% J‘v | F(w) ™ duw .

Veamos que F' se anula en casi todo punto fuera del intervalo [—, ]. Para ello, para
w fijoy T' > 0 definimos

1 A
— (z)e " dz,

I =
“ V27T YT

donde ~y7 es la parte superior del rectdngulo [—7',T'] x [0,T]. Aplicando el teorema
de Cauchy se tiene que

— 1 g —itw
Iw = \/—27J._T f(t)e dt.

Si demostramos que I,, — 0 cuando 7" — oo para |w| > T, el teorema estard probado
ya que, como

1 (T .
\/_in J f(tye ™ dt — F(w) cuandoT — oo en L?(R),
-T

se deducirfa que F' se anula en casi todo punto fuera del intervalo [—7, 7].

Supongamos en primer lugar que w < —m. Calculando la integral que nos define
I, en cada uno de los tres trozos de y7 tendremos que:
T T
IV2m I, | < J |f(T +iy)| e dy + e“’TJ. |f(x +T)|dx
0

T

T
| T il dy = Ton + s + Lus.
0

Para demostrar que I,,;, — 0 cuando T' — o0, ¢ = 1,2,3, utilizaremos algunos
resultados sobre funciones enteras de tipo exponencial relacionados con el teorema de
Phragmen-Lindel6f (véase [25, p. 68]) que nos dice que si una funcidén continua en un
sector cerrado de C y analitica en el sector abierto estd acotada en la frontera y no crece
demasiado rapido en el interior, entonces estd acotada en todo el sector. Concretamente,
se cumplen las siguientes propiedades:

1. Si f es entera de tipo exponencial y f|g € L?(R), entonces f(x) — 0 cuando
|z| — oo (véase [25, p. 83]).

2. Se cumple que | f(z +iy)| < Me™ ¥l siendo | f(x)| < M paratodo x € R (véase
25, p. 70]).
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3. De 1. y del teorema de Montel [17] se deduce que f(z + iy) — 0 cuando
|| — oo, uniformemente en bandas horizontales de C (véase [25, p. 71]).

En primer lugar, utilizando la propiedad 2), se tiene que I,o < 27M e(*+™7T  que
tiende a 0 cuando 1" — o0 ya que w < —.
Estudiemos ahora I,,; (el caso I,,3 se haria igual). Para 0 < R < T escribimos

R T
L1 = (JO +JR AT +iy)] e dy.

Para 0 < y < R se tiene, por la propiedad 3), que

R
J |f(T +iy)|e“Ydy - 0 cuando T — 0.
0

Finalmente, utilizando la propiedad 2)

T T M
J |f(T + zy)| WY dy < Mf e(w+7r)y dy _ (e(w+7r)T _ e(w+7r)R) -0
R R w+ T
cuando T, R — coyaque w + 7 < 0.
Para w > 7 se hace de manera andloga escogiendo v en el semiplano inferior. O

Por lo tanto, PW, = {f e H(C) : |f(2)| < Ae™l, flr € LQ(R)}. Considerado
el espacio PW,; como un RKHS de funciones enteras, su nicleo reproductor es

kr(z,w) =senc(z —w), z,weC,

ya que

sen7(- — W)

1) = . S atny = . 22D

ﬁ yr2mry  paraw e C.

(f) Muestreo de seiales pasobanda. El objetivo en este apartado es obtener una formu-
la de muestreo para toda funcién de pasobanda, es decir, una funcién f € L?(R) cuya
transformada de Fourier f se anula fuera del conjunto [—wy — 7, —wo | U [wo, wo + 7],

que toma valores reales, utilizando las sucesiones de muestras { f(2n)},ez de la propia
fyif (2n) }nez de su transformada de Hilbert f. Para ello seguimos los siguientes
pasos:

La sefial analitica f, asociada a f (véase la seccion 2.3) serd bandalimitada al intervalo
[wo, wo + 7]. Como

fa(t) = w)e™tdw, teR,

w0+7r
\/27r J
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de la propiedades (c) y (d) anteriores se obtiene que

)senﬁ(% —n)
(% —n)

fat) = Z fa(2n)eiwr(t=2n , teR,

n=—9oo0

donde (w1 = wo + ).
Como f = Re f,, se deduce la siguiente férmula de muestreo para f:

20 t _
flt) = Z {f(2n) coswy (t—2n) — f(2n) senwl(t—Qn)}w , teR.
n=—asH s 5 = n
En particular, para f € PW, real, como wy = 0, se cumple que
L0 t _
ft) = Z {f(2n) cos g(t —2n) — f(2n) sen g(t — Qn)}se:é(—z_n;l) , teR.

n=—x

(g) Muestreo irregular: Teorema de Paley-Wiener-Levinson. Si {¢,,},cz es una su-
cesion de nimeros reales tales que D := sup,,cy [t, — n| < 1/4, sabemos, por el
teorema 1/4 de Kadec (véase el corolario 1.4), que la sucesion {e_it”w / \/ﬂ}nez es
una base de Riesz en L2[—7r, m]. De manera equivalente, utilizando la dualidad de
senm(t —ty)
w(t —ty)
remos {hn }nez la base dual de {e~#»"/\/2x} _ en L*[—m,7]. Dada f € PW,, si
desarrollamos su transformada de Fourier f € L?[—m, ] respecto de las bases duales
anteriores obtenemos

Fourier, la sucesion { } sera una base de Riesz en PW,.. Conside-
nez

F= > (fre ™ /N2m)h, = Z f(ta) by en L2[—7, 7] .

n=—o n=—ao0

Aplicando la transformada de Fourier inversa F ! se obtiene la siguiente férmula de
muestreo en PW

f(t) = Z ftn) (F 7 ha) (), teR.

El problema radica en calcular las funciones (F~'h,,)(t). Mediante técnicas de fun-
ciones enteras, Paley-Wiener-Levinson hallaron (véase [25]) que

1 G e]
(F " hy)(t) = % donde G(t) = (t— to);:[1 (1 — i) (1 — i) i

En otras palabras, se obtiene de nuevo una férmula de muestreo interpolatoria tipo-
Lagrange. Una consecuencia del resultado anterior es que las sucesiones

sen7(t — ty,) G(t)
{ﬁ}nez y {m}nez
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forman un par de bases de Riesz duales en el espacio PIW.

(h) Muestreo con derivadas. A continuacién demostramos cémo se puede recuperar
cualquier funcion f € PW, usando sus muestras {f(2n)},cz, junto con las muestras
{f'(2n)}nez de su derivada.

Teorema 3.3. Cualguier funcion f € PW . puede recuperarse a partir de las muestras
{f(2n)}nez y {f'(2n) } ez mediante la férmula

ft) = Z {f(2n)+(t—2n)f’(2n)}[%] , teR.

n=—ao

Demostracion. Sea F € L*[—, 7] la transformada de Fourier de f. Se cumplen los
siguientes desarrollos de Fourier en L?[—, 7]

—inw

F)= 3 fne vy Fle=m= % ()" .

1
Como consecuencia, la funcion S(w) = 3 [F(w) + F(w—m))] admite el desarrollo de

Fourier

se obtienen los desarrollos de Fourier

x© —inw

wF() = 3 1)

en L?[-m,7].

or tanto, la funciéon R(w) = 3 wF(w) + (w — 7)) F(w — m)| admite el desarrollo en
P la f R 5

serie de Fourier

0 —i2nw

R@) = 3 fen~ =

Juntando ambos desarrollos, para w € [0, 7], se tiene que

(3e)) =3 (o itwim) (r0))

en L*[0, ]
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o invirtiendo la matriz

(o) =2 (2 ) () (35)

Introduciendo la descomposicion de F' en la expresion de f, después de algunos célcu-
los se obtiene

ztwdw

- [ e

e—ian

l.2 =

- 2 ! e itw
J Z (m — w) 2n)—;f (2n)]ﬁe dw

T CTRE——

gf (=i sgnw (2n)ei(t2”)wdw} )

™

eztw dw

w+ﬂﬂmo+%fmm]

El resultado final se deduce utilizando los pares de Fourier (véase, por ejemplo, [15, p.

203])
senc (E> sen (W—t) J zsgnw) e dw
2 2 N2 J_x

senc2<2) \/ﬂf \[ |°"| et duo .

O

Submuestreo y sobremuestreo: Aplicacion de la formula sumatoria de Poisson

Si muestreamos una funcién f en PW con un periodo de muestreo 7 > 0, nos
planteamos si es posible recuperar f a partir de la sucesién de muestras { f (n7Ts)}nez-
Como una aplicacion de la férmula sumatoria de Poisson veamos que muestrear una

funcién f € PW,. con un periodo de muestreo 75 equivale a periodizar su espectro f
con un periodo 27/T. En efecto, consideremos la sucesién de muestras { f(n7Ts) }nez

tomadas de la funcién f € PW; con periodo de muestreo T > 0. Sea f), la versién
%—“—periodizada de f, es decir,

fp(w) = p f(w + ;—tn) .

3
8
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Obviamente, fp es una funcmn ~-peri6dica. A continuacion calculamos su desarrollo

en serie de Fourier respecto de la base ortonormal estandar {4/ —imT ‘”}mez de

L?[0, 2*]. El coeficiente de Fourier c,,, m € Z, viene dado por
Ts

27

27n 0
TS Ts 2 imTsw TS s - ) 2m imTsw
Cm =\l 5 fo(w) e dw:w%L n;%f(w—l—in)e dw

0

T, 2m imTaw
=15 _Z: J f(w—i-in)e Tow

El cambio de variable w —l— n = x nos permite obtener

2m (n+1) ' T T ‘
Z J f( ) ezmTSzdx _ 2_5 f(.T) ezstdeJ
"n T™J_n

= \/i f(mTy)

Por tanto, el desarrollo de Fourier de fp es:

fzmT w

Z w + —n =T, Z F(mT,)
n=—o e \/271'
De la expresion anterior, que no es sino la férmula sumatoria de Poisson aplicada a la
funcién f con periodo 27 /Ty, se deduce que:

El espectro de la sucesion { f (mTs)}mez, es decir, de la funcion muestreada, es preci-

samente (salvo constante multiplicativa) la version %—“—periodizada del espectro f de
la funcion f.

El resultado anterior ya era conocido, desde un punto de vista experimental, por el
ingeniero Nyquist. Por ello, el periodo de muestreo critico dado por el teorema de
Shannon (T; = 1/0 para el espacio PW,,) recibe el nombre de periodo Nyquist (o
frecuencia Nyquist para o).

Como consecuencia, en el caso de sobremuestreo, donde 0 < 75 < 1, podemos
recuperar el espectro de f a partir del espectro de la funcién muestreada, y por tanto,
recuperar la funcién f. En términos del teorema de muestreo la explicacion es facil: si
una funcién es bandalimitada al intervalo [—, 7], también lo es a cualquier intervalo
[-7o, mo] con o = 1. Esta situacion aparece reflejada en la figura 3.3.

(f(nTy)) ()l

-M’W”H H)HWWN - m_n | n/\A/\u)

[
t

Figura 3.3: Sobremuestreo
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En el caso denominado submuestreo, donde 7s > 1, no podemos obtener el espec-
tro de f a partir de el espectro de la funcién muestreada ya que las copias de f se sola-
pan en fp. Por tanto, es imposible recuperar f a partir de las muestras { f(nT%s)},ez. El
solapamiento aludido produce el denominado fenémeno de aliasing, es decir, algunas
frecuencias suplantan a otras. Este es el fendmeno familiar que ocurre en las antiguas
peliculas del oeste: a medida que la diligencia va ganando velocidad, las ruedas giran
mads y mas rapido hasta que gradualmente van mas lentas, se paran, giran al revés, se
paran de nuevo, giran hacia delante, etc. Este efecto es debido al insuficiente muestreo
(24 fotogramas por segundo) que la pelicula hace de la escena real. La situacion de
submuestro aparece reflejada en la figura 3.4.

IE @)

fnTo)) 4.
A0

"F'T/T/T TTT

Figura 3.4: Submuestreo

Esta discusion submuestreo/sobremuestreo clarifica el papel crucial jugado por el
periodo critico de Nyquist dado por Ts = 1/0 siempre que el intervalo [—7o, 70| sea
el menor intervalo cerrado fuera del cual la funcion f se anule.

Reconstruccion robusta: técnica de sobremuestreo. Los calculos con la serie car-
dinal presenta algunas dificultades numéricas puesto que la funcién seno cardinal se

comporta como 1/t cuando |t| — co. Por ejemplo, si queremos calcular f(1/2) a partir
s (=1)"dn

n=—0 x(%n) I

de la sucesion de muestras { f(n) + d,, } nez, el error que se comete ‘ >,

podria ser infinito incluso cuando |J,,| < ¢, para todo n € Z.

Una forma de soslayar este problema es utilizando la técnica de sobremuestreo, ¢s
decir, utilizar una frecuencia de muestreo superior a la dictada por su ancho de banda.
Asi, obtenemos funciones de muestreo convergiendo a cero, cuando |t| — oo, més
rapido que el seno cardinal. Consideremos la fucnién bandalimitada

1 i ,
f(t) = —J F(w)e™'dw con F € L*[~mo,m0] yo <1.
V21 Joro

Extendiendo F por cero en [—7, 7| \[—70o, o], se tiene que
—inw

Flw) = Z f(n)em en L2[—, 7.

Sea f(w) una funcién regular valiendo 1 en [—7o, wo], y 0 fuera de [—m, 7]. Por tanto,

n=—uL

—inw

en L?[—n, 7],
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y se cumple el desarrollo muestral
oC
Fy="), f(W)Se(t—n), teR,
n=—au

donde Sy(t) es la transformada de Fourier inversa 7~ de la funcién (w)/~/2m. Con-
secuentemente, Sp(t — n) = F1[0(w)e™ " /\/27](t). Ademds, por las propieda-
des de la transformada de Fourier, cuanto mas regular sea #, mas rapido es el decai-
miento a cero de Sy cuando |t| — oo. Sin embargo, las nuevas funciones muestrales

{So(t —n)}___, no forman un sistema ortogonal.

Ejemplo 3.5. A modo de ejemplo, seac =1 —¢econ0 < e < 1, y tomemos como O(w)
la funcion trapezoidal:

1 si|w| < 7m(1 —e),

Lo ey
Ow)=9-(1-=) sin(l—¢) <|w| <,

€ 7r

0 si|w| = 7.

sen emt sen 7t
——, t € R. En este caso, la
ent 7t

funcion Sy se comporta como 1/t cuando |t| — co. El desarrollo muestral correspon-
diente es:

Se puede comprobar fdcilmente que Sy(t) =

senen(t —n) senn(t —n)

em(t —n) w(t—mn) teR.

f)= 3, fn

n=—auo

Si cada muestra f(n) estd sometida a un error 6, con |6,| < 0, entonces, el error
total en el cdlculo de f(t) estd acotado por una constante que sélo depende de ¢ y de
€ (véase [20, p. 211]).

Otros RKHS en los que se cumple una férmula de muestreo

La teoria de muestreo en los espacios de Paley-Wiener se generaliza, de manera
inmediata, mediante la siguiente construccién. Sea H un espacio de Hilbert separable
y sea K : R — H una aplicacion valorada en H. Supongamos que existe una su-
cesion {t,,},~_, en R tal que la correspondiente sucesion { K (t,,)},~_, forma una base
ortogonal para H. Bajo estas condiciones:

1. Si definimos el conjunto de funciones
Hi := {fx :R—C : fu(t) =<z, K(t))3 con x € 7—[},

la aplicacion T : H — Hyg definida como T () = f, es lineal y biyectiva. Para la
inyectividad, supongamos que f,, = 0 en H g . En particular,

faltn) =0=<(x,K(t,)) paratodoneN,
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lo que implica que x = 0 por la completitud de la sucesién { K (t,,)}r_;.

2. El espacio H g dotado del producto interno {fy, fy )2, = {x, y) es un espacio de
Hilbert con nucleo reproductor. Para cada ¢ € R, el funcional evaluacion en ¢ estd aco-
tado; por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

[feO] = Ko, K@)l < [elu K@ r = [ fellpn (KO3, feHr-

Ademas, la aplicacion Tk es, obviamente, un operador unitario entre los espacios H y
‘H i . El niicleo reproductor del espacio H i viene dado por

k(t,s) =<(K(s),K(t))n, t,seR.

En efecto, para cada s € R fijo, la funcién k(-, s) = T (K(s)) pertenece a H, y se
cumple la propiedad reproductora

fa(s) =<, K(s)n = (Tx (), T (K(8)) )rse = {far k(- 8))msc, SER, fo € Hic

3. Dado z € H, su desarrollo respecto de la base ortonormal { K (t,,)/|| K (t,)]| }Z:1 es

= S x —K(t") en
v = 2o Kty e H

n=1

Por tanto, la funcién de H i dada por f(t) = {z, K(t)), t € R, satisface la formula
de muestreo (omitimos el subindice x de la funcién f)

_ - K(tn)
ft) =z, K(t))n = <nZ=:1<x7 K(tn)>Hm7K(t)>H

Ny () K ()
e IR Ay T R

La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en subconjuntos de R en donde la
funcién t — | K ()| esté acotada. El teorema de muestreo anterior es una version
abstracta del denominado teorema de Kramer (véase [15]). Compérese con la formula
de muestreo (3.2) obtenida anteriormente.

Algunos ejemplos de la construccién anterior, sin 4nimo de ser exhaustivos, son los
siguientes (véanse los detalles omitidos en [11]):

(i) Para el espacio de Hilbert # := L2[0,7] y el nicleo K.(t)(w) := costw que
pertenece a L2[0, 7] para cada ¢ € R fijo, consideramos la sucesién {t,,} = {0} u N.
Entonces, toda funcién f definida como

e

F(t) = (Fy Ke(8))12[0.01 :fo F(w)costwdw, teR,
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donde F € L?[0, 7], se puede recuperar mediante la férmula de muestreo

£ = FO*E + 2 3 ST ek,
n=1

Se puede comprobar que el nucleo reproductor del correspondiente espacio H g, viene
dado por

ko(t,s) =

lﬁ[iS@Hﬂ'iCOSﬂ'S - scosmfsenﬂs] , t,seR.
-8

(ii) Andlogamente, para el nicleo K (t), definido en IR, con valores en L2[0, 7|, como

Ky (t)(w) := sentw, w € [0,7], y la sucesion {t,} = N se obtiene la formula de
muestreo
2 t
_“ "n Se2Il7T 7 ‘e R’
m —n
n:l

para toda funcién de la forma

f(t) =F Ks(t))12[0,7] = J:r F(w)sentwdw, teR,

donde F € L?[0, 7].

Es facil de comprobar que las funciones del ejemplo (i) coinciden con las funciones
pares del espacio de Paley-Wiener PV, mientras que las funciones del ejemplo (ii)
coinciden con las funciones impares de dicho espacio. Ademas, se cumple la descom-
posicién en suma directa PW, = Hx @ H, .

(iii) Es conocido que la sucesion de Fourier—Bessel {\/171 J,,(w)\n)};le es una base
ortogonal de L?[0, 1], donde \,, es el n-ésimo cero positivo de la funcién de Bessel
Ju(t), v > —1 (véase, por ejemplo, [15]). La funcién de Bessel de orden v estd dada

por

Jo(t) = WZD[M:; n!(l—i—l(/;-l-)-n(n—i—y) (%) ] teR.

Para t € R, se considera el nicleo de la transformada de Hankel K, (¢) definido en R,
con valores en L2[0, 1], dado por K, (t)(w) := ~Jwt J,(wt), w € [0, 1], y la sucesién
de ceros {\,, },~_;. Asi, toda funcién f definida por

1

F(8) = (F, Ko (8 12p01] = J Flw)wtJ,(wt)dw, teR,

0

donde F € L?[0, 1], se puede recuperar a partir de la férmula de muestreo

= QWJ
= 3 (t)

AW —\2) teR.

n=1
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El ndcleo reproductor del correspondiente espacio H,, es

/st

ku(s,t) = IR

[tJy1() o (s) — sTys1(s) ()], t,seR.

(iv) Se considera el nicleo K (t), definido en R, con valores en L*[—7, 7], como
K(t)(w) = el*+w’=w) 4, ¢ [z 7). Para la sucesién {t,} = Z se tiene que
{K(t;)}nez €s una base ortogonal de L?[—m, 7] (véase el ejemplo 1.12). Por tanto,
toda funcién f de la forma

f@)=<@akxn>Lq_mﬁ]=‘[ F(w) e o= gy teR,

—Tr

donde F € L?[—m, 7], se desarrolla como la serie muestral

2_pzysenm(t —n)

—F, teR.
m(t—mn) ’

ity = ) fe

n=—auw

Se ha obtenido asi una férmula de muestreo para funciones bandalimitada al intervalo
[—7, 7] en el sentido de la transformada de Fourier fraccionaria. La transformada de
Fourier fraccionaria con dngulo « ¢ {0, 7} de una funcién f(t) estd definida como

Falfl@) = [ fOKa(w.tat,

donde, salvo una constante de normalizacion, el nicleo integral K, (w, t) estd dado por

. 2 2 .
et F () —igls (3.6)

Para o = 0 la transformada de Fourier fraccionaria estd definida por Fy [f](w) =
f(w), y para « = 7 por Fr [f] (w) = f(—w). Cuando @ = 7/2, el nicleo (3.6)
coincide con el nicleo de Fourier. El nicleo (3.6) puede escribirse como

eia(a) [t +w? —2b(a)wt] ,

donde a(a) = (cot ar)/2 y b(a) = sec cv. La férmula de inversion de la transformada
de Fourier fraccionaria estd dada por

Fo(w)K_o(w,t)dw.

0=l

En el ejemplo anteriormente considerado se ha tomadoa =1y b = 1/2.
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3.3.  Muestreo en un subespacio invariante por traslacién de L?(R)

El teorema WSK nos permite escribir el espacio de Paley—Wiener como:

PW, = { > an senc(t —n) | {an} € 62(2)},

NeZ

es decir, el espacio PW,, es un subespacio invariante por traslacién de L?(R), generado
por la funcion seno cardinal senct. Aunque el teorema WSK es un resultado tedrico
que ha tenido un gran impacto tecnoldgico, presenta, desde el punto de vista prictico,
los problemas que se sefialan a continuacion:

1. Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal. Matematicamente, se correspon-
de con multiplicar el espectro de la sefal, i.e., su transformada de Fourier, por
la funcion caracteristica x[_ ], lo que equivale en el dominio temporal a con-
volucionar con la funcién senc, que no se anula en el intervalo (—o0,0). En la
practica no se puede construir de manera exacta tal filtro ya que ello implicaria
conocer el futuro para calcular la salida del filtro en el momento actual (el filtro
no es causal o fisicamente realizable):

(f = senc)(t) = IUA f(t—z)sencxdr, teR.

2. La hipotesis de ser una senal bandalimitada estd en contradiccidn con la idea de
sefial de duracién finita. Una funcién bandalimitada puede extenderse a todo el
plano complejo C resultando una funcién entera, que no podrd anularse en un
intervalo de R salvo que sea la funcién nula.

3. La operacion de bandalimitar una sefial genera oscilaciones de Gibbs.

4. La funcion seno cardinal decrece a cero muy lentamente lo que hace muy inefi-
cientes los cdlculos en el dominio temporal (véase la discusion de la técnica de
sobremuestreo en la seccidn 3.2); y finalmente y relacionado con lo anterior:

5. El seno cardinal es una funcion bien localizada en frecuencia ya que toda su
energia estd concentrada en [—, 7] pero, sin embargo, muy mal localizada en
: L 42 24 _
tiempo ya que {”_ t*|senct|*dt = +oo.

Todos estos inconvenientes han llevado a estudiar los problemas de muestreo y
reconstruccién en espacios invariantes por traslacién donde el generador ¢ sea una
funcién con mejores propiedades que el seno cardinal, por ejemplo, los B-splines. Se
define el B-spline de orden m — 1 como

Ny i= Ny # Nyp#---% Ny (mveces) donde Ny := xjo,1] -

Graficamente:
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1 N2 N3

Figura 3.5: B-spline lineal, cuadratico y cibico

Param = 1, la sucesion { N1 (t—n)} ez forma un sistema ortonormal en L?(R). Como
consecuencia del lema 3.1, que se prueba a continuacion, se tiene que

o 1
Z |N1(w +27mm)|*> = — c.t.p.en [0,27].

27

meZ
Dada una funcién ¢ € L?(R), se considera la funcién 27-periédica
O(w) := Z |P(w + 27rm) 2. (3.7)
mEZ
La funcién @ pertenece a L' [0, 27]. En efecto,

27r(m+1

J% dw—Z:JQ7r w+27rm|dw—2f ) |?dy

0 MeZ mez J2mm

- [ lptpar <o,

ya que p € L3(R).

Lema 3.1. Para una funcion ¢ € L*(R), la sucesion {p(t — n)}nez es un sistema
ortonormal en L*(R) si y sélo si se cumple la condicion ®(w) = 5= en casi todo

2
punto de [0, 27].

Demostracion. En efecto, para k € Z se tiene que

%sz POl = Hﬁ=f ﬂmﬁwwmmzf (2P da
— 0 — 0
27 m+1 2
=) J |B(x) 7™ da —f D7 18w + 2mm) P dw,

mez Y2Tm meZ

para lo que hemos aplicado la identidad de Parseval y el cambio de variable x = w +
2mm. Lo anterior se cumple si y s6lo si la funcién Y _, |5(w + 27wm)|? es constante,
igual a 1/27, en casi todo punto del intervalo [0, 27]. O

Teorema 3.4. Para cada m > 2, la sucesion { N, (t —n)}nez es una sucesion de Riesz
en L*(R).
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La prueba del teorema anterior se basa en el siguiente resultado:

Lema 3.2. Dada una funcion @ € L*(R), la sucesion {o(t — n)}nez es una sucesion
de Riesz en L?(R) (con constantes A'y B) si y solo si existen constantes 0 < A < B
tales que 2 < ®(w) < L | en casi todo punto de [0, 2r].

o

Demostracion. Demostremos la condicion suficiente. Para cada sucesion finita {cy } se
cumple que

[Seett =0 = [Sexett—m| = f 1C(w)P1p(w) 2w
% T %

_ LW|C(w)|2 S 1w + 2mm) [Pduw

meZ

donde C(w) := Y, cxe™**™. Por la identidad de Parseval,
donde, finalmente, se obtiene las desigualdades

Of2 = 27 Y, Jef2, de

AN lenl? < | Y enplt - k)H2 <BY |eil?. (3.8)
k k k

Por tanto, aplicando el teorema 1.12 se tiene que {¢(t — n)}nez €s una sucesion de
Riesz en L2(RR), es decir, una base de Riesz de span{¢(t — n) }nez.

Para probar la condicién necesaria, si {¢(t — n)},ez es una sucesion de Riesz en
L?(R) (con constantes A y B) se cumplen las desigualdades (3.8) para toda sucesion
{cn}nez € F*(Z). Ahora bien,

| St = | St = [ ctwr: st

donde C(w) := ¥, ., ce ** € L2[0, 2n]. Por tanto, (3.8) se escribe como

27 B 27

C(w) Pdw < f 1C(w) 2 ®(w)duw

< —
0 \27To

A 27

il 2
= Cw)Pdw,

para toda funcién C' € L?[0, 27], de donde se obtiene que % < ®(w) < £, en casi
todo punto de [0, 27]. Para los detalles del ultimo paso, véase [5] o [21].

O]

e~i/2 sen(w/2)
Ver o w/2

Demostracion. (del teorema 3.4) Como N, (w) = , se tiene que

e~ imw/2 (sen(w/2) ) m

Non(w) = (2m) "W (R ()" = —— (=, 7
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Como |Ny(w)| < 1y {N1(t — 1) }nez es sistema ortonormal de L2(R) se tiene que

S R (w0 + 2ep)[2 < (21)" 1 Y | Ry (w + 2mp) 2 = (2)™ 2,
PEZL PEZ

en casi todo punto de [0, 27]. Por otra parte,

~ ~ 1
N+ 2mp)P > il [N () = ——=(

sen7r/2)2m_ 1 (2>2m
el we[—m,7] N 27 '

/2 EENGTAY
O

Sea ¢ una funcién en L2(R) tal que la sucesién de sus trasladadas en los enteros
{o(t —n)}nez sea una base de Riesz en Span{¢(t — n)},ez; consideramos el espacio

Vj = m{gp(t - n)}nEZ = { Z 29 So(t - n) | {an} € €2(Z)} .

neZ

Supondremos también que el generador  es una funcién continua en R y que la serie
ez lo(t — n)|? estd uniformemente acotada en R. Asi, utilizando la desigualdad
de Cauchy-Schwarz, se prueba que las funciones del espacio Vj son continuas en R.
Utilizando el teorema de Banach—Steinhaus, se prueba que que las dos condiciones
anteriores son equivalentes a que el espacio Vg sea un espacio de Hilbert de funciones
continuas en R, es decir, la serie que define cada funcién en Vf converge hacia una
funcioén continua en R. Este es un requisito deseable para todo espacio en el que se
vaya a desarrollar una teoria de muestreo.

Teorema 3.5. El espacio invariante por traslacion Vf estd formado por funciones
continuas en R si'y solo si el generador ¢ es continuo en R y la serie >, _, |p(t —n)[?
estd uniformemente acotada en R.

Demostracion. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la expresion f(t) =
D nez an ©(t — n) se obtiene, aplicando el criterio M de Weierstrass, que la serie de
funciones continuas a,, ¢(t — n) converge uniformemente a la funcién continua f.
Para la condicidn suficiente, fijamos ¢ € [0, 1) y definimos el funcional lineal

At,N : 62(2) — C
ci={cntnez > Dppjen Gt —n).

Para cada ¢ € (%(Z) se tiene que sup ey [Ae, N (€)] < ez [en(t — n)| < co. Apli-
cando el teorema de Banach-Steinhaus se obtiene que

/
sup el = (S lett = mP) " <o,

neZ
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A continuacion definimos el funcional lineal

Ay 2(7) — C
ci={cntnez — ezt —n).

Para cada c € (%(Z) se tiene que SUp[o,1) ‘ D nez Cnp(t — n)‘ < 0. Aplicando de nuevo
el teorema de Banach-Steinhaus se obtiene, finalmente, que

1/2
A = n = (t —n)|? <.
S [Ad) = sup [{e(t = m)}nezl, = sttelp(gzho nPF) <

Generalizacion de la dualidad de Fourier: el operador 7,

Veamos que la obtencion de muestreo regular en el espacio Vj involucra, en gene-
ral, bases de Riesz. Para utilizar un andlogo a la dualidad de Fourier de los espacios de
Paley-Wiener en el espacio V2, introducimos el operador

T, : L?[0,1] — V2
{72 ez — {o(t —n)tnez,
que nos envia la base ortonormal {e=27"*} _, de L2[0,1] sobre la base de Riesz
{o(t — n)}nez de V2. Puesto que la sucesion {(t — n)}nez es base de Riesz en V2,

el operador 7, asi definido es acotado e invertible. Teniendo en cuenta la condicién 5)
del teorema de la base ortonormal, para cada I’ € L?[0, 1] se obtiene que:

(1) = 2Ty plt=n) = CF, 3 gt —m) e >y = (F K0, teR,

NeZ nez

donde, para cada t € R, la funcién K, € L?[0, 1] estd dada por:

Ki(x) = Y ot —n) 2™ = ) o(t +n) e=2mine = Zo(t, 1),

NeZ NEZ

donde Zo(t,z) := Y, ., p(t + n) e"2™"* denota la transformada de Zak de la
funcion . Para un estudio de las propiedades mas importantes de la transformada de
Zak (que no serdn necesarias en lo que sigue), véase [5].

Proposicion 3.8. El espacio Vg es un RKHS. Su niicleo reproductor k se escribe como

90

k(t,s) = Z o(t—n)p(s—n), t,seR,

n=1

siendo {P(t — n)}nez la base de Riesz dual de {p(t — n)}nez.
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Demostracion. En efecto, para cada t € R, se tiene que
fO < PN < ITHIEANAL, feVy, (3.9)

y por tanto los funcionales evaluacién en Vg son acotados.

La expresion del nucleo reproductor se deduce de la proposiciéon 3.4 una vez que
identifiquemos cual es la base biortonormal de la base de Riesz {©(t — n)},ez. Para
ello, busquemos una funcion @(t) = X bue(t —n) € V2, es decir, una sucesion
{by }nez € £?(Z) tal que la sucesion {$(t — n)},ez sea biortonormal a {p(t — 1) }nez.

Teniendo en cuenta que gg(w) = (>, bne™ ™) @(w) = B(w)@(w) y procediendo
como en el lema 3.1 se obtiene que

m = (B(), p(t —m)) = (B(w)p(w),e” ™ G(w))
J ZW’ + 2k7) ™ dw

es decir, la funcién B(w) Y, |¢(w + 2km)|?> = 5= en casi todo punto. Por tanto,

2m
escogiendo la funcién

1 1

) o S oG + 2

que por la caracterizacion de las sucesiones de Riesz (véase el lema 3.2), satisface que
0 < ¢ < |B(w)] < C en casi todo punto w € [0, 27], nos proporciona la sucesion
{bn}nez € £?(Z) buscada. Por tanto existe una sucesion {$(t — n)},ez biortonormal
a {p(t —n)}nez. Més adn, probemos que {P(t — n)} ez es también una sucesion de
Riesz en L?(R) y que span{@(t — n)}nez = spanf{e(t — n)}nez-

Respecto de lo primero, nétese que

S3(w + 2km)? = [B(w)? Y. |@(w + 2km)?,
k k

y por tanto se cumple la hipdtesis del lema 3.2.
Respecto de la segundo, veamos que la ecuacion

Dlanp(t —n) = cn(t —n) (3.10)

n

estd bien definida para coeficientes {a,,} y {c,} en £?(7Z), es decir, dada una sucesién
{a,} € (*(Z), existe otra sucesién {c,,} € ¢£*(Z) cumpliendo lo anterior y reciproca-
mente. Tomando la transformada de Fourier en (3.10), se obtiene la condicién equi-
valente de que la ecuacién A(w) = C(w)B(w) tenga solucién en L?[0, 27], siendo

A(w) =3 ape”™™ y C(w) =Y, c,e” ™ esta tltima condicién se cumple ya que
0 < ¢ < |B(w)| < C en casi todo punto w € [0,27‘(’]. O
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Un teorema de muestreo regular en Vj
Como las muestras {f(a + m)}mez de f € V2, con a € [0,1) fijo, se escriben
como:
fla+m) =(F,Kyymy=<{F,e ™K., meZ donde F = 7;_1f,

la recuperacion estable de f € Vj a partir de la sucesion {f(a + m)}mez, se reduce al
estudio de la sucesion {e=>"""* K, (z)}, _ en L*[0,1].

Proposicion 3.9. La sucesion {e*Q”immKa(:v)}meZ es una base de Riesz en L?[0,1]
si 'y solo si se verifica la condicion: 0 < | K, |0 < [Kqallso < o0, donde

[Kallo := essinf |Ka(@)] 5 [[Kall := ess sup | Ko ()]

z€|[0,1

Ademds, su base biortonormal viene dada por {e=?™"™® /K a(m)}mez.

La proposicion anterior es una consecuencia inmediata del siguiente resultado:
Lema 3.3. El operador de multiplicacién My en L?[0, 1] dado por

Mp: L?[0,1] — L2[0,1]
/ — Ff,

estd bien definido si 'y sélo si F' € L™[0,1]. En este caso, el operador M es acotado
con norma |Mp| =

Demostracién. Sila funcion F € L*[0, 1], es inmediato que F'f € L?[0, 1] para toda
f € L?[0,1]. Supongamos que F'f € L?[0, 1] paratoda f € L2[0, 1] y que sin embargo
F ¢ L™[0,1]. En este caso, para todo k£ > 0, el conjunto

Ay = {te[0,1] : |F(t)| = k}

tiene medida positiva. Tomando £ = n € N, los conjuntos definidos como F,,
A, \A, 11 tienen medida de Lebesgue positiva m(FE,,) > 0, son disjuntos dos a dos y
ademds, se cumple que |F(t)| = nen E,.

Definimos la sucesién de funciones { f,, }nen en L2[0, 1] donde f,, esté dada por

L site E,,
fn(t) = Vi En)
0 sité¢ B, .

El sucesion as{ definida forma un sistema ortonormal en L?[0, 1] y por tanto, la funcién
g:=>,_, L f, pertenece a L[0, 1]. Teniendo en cuenta que f, f;, = 0sin # k, para
cada N € N se tiene que

f'F B2dt > J|F |\Zf” 2dt = Zf

| 2

TL

N
dt Y 1=N,
n=1
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de donde Fg ¢ L?[0,1], llegando a una contradiccién. Por lo tanto, la funcién F' €
L*[0,1].

Trivialmente se cumple que |Mp|| < ||F| .. Probemos que se da la igualdad. Si
fuera | F'||, > | MF||, el conjunto

20

{ref0.1) 5 PO > Mrl} = | fre 0,11 5 [FO] > [Mr] + )

n=1

tendria medida positiva. En particular, existe ¢ > 0y un conjunto £ < [0,1] con
medida positiva tal que |F'(t)| = | Mp| + € en E. Definimos la funcién

L site F,
g(t) := { V(&)
0 sit¢ F,

cuya norma es 1. Se tiene que

|E(t)[”

(B dt = (|Mp]| + €)?

IMrl? > |Mrgl? = JE

lo que es falso. Por tanto, se cumple que |Mp|| = O

La base de Riesz de la proposicion 3.9 serd una base ortonormal si y sélo si
[Kallo = |Kallee = 1, es decir, se cumple que |K,(x)| = 1 en casi todo punto de
[0, 1] (véase el ejemplo 1.12).

Ahora estamos en condiciones de probar un teorema de muestreo regular en el

espacio V2.

Teorema 3.6. Sea a € [0,1) < wde
la proposicion 3.9. Entonces, toda funcion f € Vg se puede recuperar a pamr de la
sucesion de sus muestras { f(a + n)},ez mediante la férmula de muestreo

Z fla+n)S.(t—n), teR,

n=-—ao0

donde S, = T,(1/K,). La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en R.

Demostracion. Dada f € V2, desarrollamos la funcién F' = 7' f € L?[0,1] con
respecto a la base de Riesz {e 2™ /K, ( } 7 de L?[0, 1], dual de la base de Riesz
{Ka+n (x) = e 2" K (x }neZ. Obtenemos

—27rznx 0 e—2ﬂ'inx

Z <F Ka+n> = > fla+n)

n L?[0,1].
Ko@) .2, Ko o
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Aplicando el operador 7, en el desarrollo anterior
©
fy =D flatn)Ty(e > /K, (x) Z fla+n)S,(t—n) en L%*(R),
—— P—
donde S, := T,(1/K,). Nétese que paran € Zy F € L?[0, 1] se cumple la propiedad
Tole ™ F)(t) = (T,F)(t —n), teR.
En efecto,

Tole > M F(@))(8) = (7 F(z), ) of—m) e27me)

meZ
— (P, Yt —m) e2mitmmmny - (B ot —n — k) o2y
meZ kel

= (T,F)(t—n), teR,

donde se ha hecho el cambio de indice de sumaciéon k = m — n.

Como Vf es un RKHS, la convergencia en la norma L? implica, convergencia pun-
tual, que serd uniforme en subconjuntos de R en donde la funcién ¢ — || K;| esté aco-
tada (véase la ecuacion (3.9)). La convergencia también es absoluta debido al carécter
incondicional de una base de Riesz. O

Implementacion de una férmula de muestreo

El problema del muestreo consiste en reconstruir una funcién f € le2 a partir
de la sucesion de muestras {f(a + n)},ez. Para ello necesitaremos determinar los
coeficientes {ay} de la expresion

k

Teniendo en cuenta el teorema 3.6, la reconstruccién involucra la funcién S, (t) =
> bmp(t —m) € Vg. Noétese que la sucesion {b,,} son los coeficientes de Fourier

de la funcién 1/K, € L?(0,1). Introduciendo la expresién de S, en la féormula de
muestreo se obtiene

t):Zf(a—I—n (t—n) Zfa—i—n(megot—n— ))

El cambio de indice de sumacién £ = n + m y el intercambio del orden de sumacién

permite escribir
7 =3 (X fla+m)boon)olt = k).
k n
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es decir, los coeficientes {aj} se obtienen mediante la convolucion discreta (filtrado)
de las muestras

ak=Zf(a—|—n)bk_n, kelZ.

Finalmente, mediante las funciones {((t — k) } xez se reconstruye la funcion f seguien-
do la férmula (3.11). De manera esquemadtica se tiene que:

{flatk)}— ={be} [ {a} % ft) = Xy arp(t — k)

{o(t—k)}

Figura 3.6: Implementacion de una férmula de muestreo
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